MATEMATICAS VI. CALCULO INTEGRAL Ln l Iaa

UNIDAD 1
LA INTEGRAL INDEFINIDA

INTRODUCCION

El calculo diferencial proporciona una regla para obtener la derivada de una funcién sencilla,
con esta regla se obtienen las formulas para derivar todo tipo de funciones, sin embargo en
calculo integral no hay regla general que pueda usarse.

En la practica cada problema necesita un trato especial. La integracién es un proceso
esencialmente de ensayos, por ellos se estudiaran varias férmulas y métodos para facilitar su
estudio.

Los cientificos que usan integrales, con frecuencia usan tablas de integrales, muchas de estas
férmulas se han obtenido con los métodos de integracién que estudiaremos.

Como ya se vio en el curso de calculo diferencial, una linea, un area, un volumen o cualquier
otro cuerpo dimensional representado por una ecuacidn, lo dividimos infinitesimalmente, es
decir, se hacen las divisiones cada vez mas pequefias (al momento de derivar), en cambio en
el calculo integral se suman todas esas pequeiias divisiones hasta obtener el resultado que se

desea; de una distancia, un area, un volumen o cualquier otro parametro.

LA DIFERENCIAL

Generalidades. Incremento De Una Funcién

Recuerda que uno de los objetivos fundamentales del calculo infinitesimal es estudiar cémo
varia una funcién cuando el valor de su variable independiente cambia.

Si x es la variable independiente de la funcién y = f(x) y su valor cambia desde x1 hasta x», el
aumento o disminucién que experimenta dicha variable se llama incremento de x y se denota

por Ax. Asi tenemos:
Ax = x5 — x4
Cuando la variable independiente x en y = f(x) experimenta un incremento Ax,

generalmente la funcién y también experimenta un aumento o disminucién de su valor, el cual

se denomina incremento de la funcién y se denota por A4y, es decir:
Ay = f(xz) — f(x1)

Academia de Matematicas 2015




MATEMATICAS VI. CALCULO INTEGRAL Ln l Iaa

Como Ax = x, — x4, porlotanto, x;, = 4Ax + x;.Asitenemos que:

Ay = f(x2 + 4x) — f(x1)

La palabra incremento se emplea para referirnos a la variaciéon: aumento (4+) como a una

disminucién (-).

Ejemplo.- Dada la funcién f(x) = 2x* — 5x + 3, determina:

a) El incremento de x en el intervalo desde x = —2 hastax = 2.
Solucién:
Ax = x, — xq,dondex, = 2 y x; = —2.
Porlotanto: Ax = 2 —(=2);4x = 2+2; Ax = 4
b) El incremento de la funcién y en el intervalo desde x = —2 hastax = 2.

Solucion:
Ay = f(xz2) — f(x,), donde f(xz) = f(2)yf(x,) = f(=2)
Determinemos a continuacion f(2) y f(—2), y por ultimo el incremento de la funcién
(4y).
f(2)=22)2-52)+3=8-10+3f2) =1
f(=2)=2(-2)2 = 5(-2) + 3 =24)+ 10 + 3f(-2) = 21
De acuerdo con los valores obtenidos de f(2) y de f(—2) resulta:
Ay = f(x2) — f(x1)
dy = f(2) = f(=2); 4y = 1-21
Ay = =20

) Elincremento de la funcién y desde el intervalo x hasta x + Ax.

Solucién:
Seax, = x + Ax y x4 = x, entonces
Ay = f(x2) — f(x1)
dy = f(x + 4x) — f(x)
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Ay = [2(x + 4x)? — 5(x + 4x) + 3] — (2x? — 5x + 3)
Si hacemos h = Ax, tenemos:
Ay = [2(x + h)? = 5(x + h) + 3] — (2x> — 5x + 3)
Ay = [2(x*+ 2xh + h?®) — 5x — 5h + 3] — 2x? + 5x — 3
Ay = [2x? + 4xh + 2h? — 5x — 5h + 3] — 2x% + 5x — 3
Ay = 2x% + 4xh + 2h?> — 5x — 5h + 3 — 2x%+ 5x — 3
Ay = 4xh + 2h%? - 5h, osea:Ay = 4x Ax + 24x* — 5Ax

d) El incremento de la funciéonsix = 4y Ax = 2. Solucidn:
De acuerdo con la expresion obtenida en el inciso anterior, tenemos:
Ay = 4x Ax + 24x% — 54x
Luego:
Ay = 4(4)(2) +2(2)2— 5(2); 4y = 32 + 8 — 104y = 30

Diferenciales
Consideremos que la funciéon y = f(x) es derivable en el intervalo @ < x < b. En un punto

x de dicho intervalo, la derivada de y con respecto a x se define por la expresion:
dx Ay
, .
x) =—= lim —
fi dx 4x-0Ax
. od . :
Hasta ahora hemos utilizado la expresion d—z como un simbolo para denotar la derivada de y
con respecto a x. Ahora definiremos el concepto de diferencial de manera que dx y dy tengan
Lo . . o d .
significados por separado. Esto nos permitira considerar la expresion ﬁ como la razén de dy

y dx, donde dx es la diferencial de la variable independiente x y dy es del diferencial de la

variable dependiente y.

Definicién del diferencial dx
Siy = f(x) es una funcidn derivable en x, la diferencial de la variable independiente coincide

con el incremento de x; o sea:

dx = Ax
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Definicion del diferencial dy
Si y = f(x) es una funcién derivable en x y dx es el diferencial de x, el diferencial dy que
corresponde a la variable dependiente y se define como:
dy = f (x)dx

Se llama diferencial de una funcién al producto de la derivada por la diferencial de la

variable independiente.
De acuerdo con la expresion anterior, el valor del diferencial dy depende del valor de x y de
dx; o sea que dx es otra variable independiente de dy.
Si en la expresion dy = f(x) dx, dx es diferente de cero y dividimos ambos miembros de la

igualdad por dxobtenemos:

dy f'(x)dx
dx  dx
dy ,
—=F®
Ejemplos:
1.- dadas las siguientes funciones derivar y determinar las diferenciales de y
correspondientes.
Funcion Derivada Diferencial
d
y = x> &Y _ 342 dy = 3x2dx
dx
d
y = 4x? & _ gy dy = 8xdx
dx
d
y = 3x Y 3 dy = 3dx
dx

Notacion. La diferencial de una funcidon se representa por medio de la letra d colocada delante
de la funciodn. Asi, si la funcion es y = x2 la diferencial se expresa como:

dy = 2xdx ;y se lee: “diferencial dey”
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2.- Determina la diferencial de la funcién y = sen 4x

Solucién:

d
& = 4cosbx
dx

dy = 4cos4xdx

3.- Determina la diferencial de la funcion f(x) = v5x — 4

Solucién:

Haciendo y = f(x)y cambiando a notacidn de potencia
y = (5x — 4)1/? Derivado, aplicando (10) :—x (x™) = nx"1
1
Z—z = %(Sx —4)2(5) Bajando el binomio al denominador para que la

potencia sea positiva y cambiando la natacién a

raiz:
dy 5 .
- = Despejando dx
dx 2v/5x—4 Pe)
dy 5
— = ——dx
dx 2v/5x—4

4.- Determina el incremento y la diferencial de la funcién f(x) = 2x* — xpara x =1y
dx =0.01.

Solucién: se requiere calcular Ay ydy
Primero calculamos el incremento de la funcion.
De la expresion Ay = f(x + Ax) — f(x) sustituyendo valores
Ay = f(1+4+0.01) — f(1)
Ay = f(1.01) — f(1) ; sustituyendo enf(x) = 2x* — x
Ay = [2(1.01)% —1.01] — [2(1)? —1]
Ay = 1.0302-1
A4y = 0.0302
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De la funcién f(x) = 2x% — x obtenemos dy derivando:

% =4x-1 despejando dx al segundo miembro:

dy = (4x — 1Ddx
Sustituyendox = 1 y dx = 0.01, obtenemos:
dy = [4(1) — 1]0.01 = 0.04- 0.1
dy = 0.03
Obsérvese que el valor del incremento de la funciéon Ay es aproximadamente el de la

diferencial de Ia funcion dy.
Ejercicios (1)- Resuelve lo que se te pide:
1) Define los conceptos: a) incremento, b) diferencial.

2) Dadala funcién f(x) = x + 3x, determina el incremento de la funciéon cuando x = 2

yAx = 0.01.

3) Dadala funcién f(x) = 3x% + 5, determina:
a) elincremento de la funciéon cuandox =2y Ax = 0.01

b) la diferencial de la funcién cuandox =2y Ax = 0.01.

4) Aplicando la definicion de diferencial, calcula las diferenciales de las funciones

siguientes:

a) y=3 b)y = sen2x Ay = 2 dy =x
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Resolucién De Problemas Por Aproximacion

La siguiente figura corresponde a la funcién diferenciable y = f(x).

Tomamos en la curva un punto arbitrario P(x,y), trazamos una tangente a la curva en ese
punto y definimos como 0 al &ngulo que se forma por la tangente y la direccién positiva del eje
X.
Damos a la variable independiente un incremento Ax. Asi, la funcién experimentara el
incremento.

Ay = RQ
De acuerdo con la figura, las coordenadas del punto Q son Q(x + Ax,y + Ay). En el tridngulo

PRT encontramos:

T

P R tano =% RT = RP tan0
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Como f'(x) =tan @y RP = Ax, tenemos que RT = f'(x) Ax. La diferencial de la funcion es
igual a la longitud del segmento de recta RT, o sea:
dy = RT

La igualdad anterior significa que la diferencial de la funcién f(x), correspondiente a los
valores dados de x y de Ax, es igual al incremento de la ordenada de la tangente a la curva
y = f(x) en el punto dado x.

En la figura también podemos observar que QT = Ay — dy. Esto significa que la diferencial
dy no es lo mismo que el incremento de la funcidn; esto es, dy # Ay. Sin embargo, si
Ax - 0,entoncesdy = Ay.

Si Ax se aproxima a cero, tenemos que el valor del incremento de la funciéon es

aproximadamente igual al valor de la diferencial dy.

Esto nos permite utilizar en los calculos ordinarios la igualdad Ay = dy porque
generalmente es mas sencillo calcular f'(x) Ax que f'(x + 4x) — f(x).
Es importante aclarar que no siempre Ay es mayor que dy. Analiza la siguiente figura y veras

que aqui la grafica de la funcién es cdncava hacia abajo.

0 X x+Ax

dy > Ax
Ejemplos:
1. Determina el valor aproximado del incremento de la funcién f(x) = x2 + 4x parax = 2
yAx = 0.001.
Solucién:
Considerando que 4y = dy

Derivandof(x) = x* + 4x

== 2x + 4 despejando dx

%: (2x + 4)dx sustituyendox = 2 y dx = Ax = 0.001
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dy = [2(2) + 4] (0.001) = 8(0.001)
dy = 0.008 comody = dy
El incremento de la funcién es aproximadamente 0.008
2.- Supongamos que ante una determinada situacién no contamos con calculadora y
requerimos de una buena aproximacién para determinar:
a) V4.6
b) V8.2
Solucioén:
a) Consideremos la gréfica de y = v/x dibujada en la figura siguiente. Si x cambia de 4
(que tiene raiz exacta) a 4.6, Vx cambia de V4 = 2 a (aproximadamente) \m .

Ahora bien obteniendo la diferencial de dy:

dy d d . 1
- —- /2:_ —1/2
dx dx(\/g) dxx 2x
1 1
dy = =x " Y2dx = —dx
Y72 PNE

Lo cual parax = 4y dx = 0.6 toma el valor.

dy =——(06) =22 =115
YToE T T e T

Por lo tanto,

V4.6 ~ V4 +dy =2+0.15

Py
dx = —0.8
f—
3 dy=—0.133j—__‘1 = y/
¥ o=
dx = 0.6 :
_.1 F |
sl - dy = 0.15 ;
! |
|
I : V9=3
|
|1 !
1 K et \/3:2: :
| |
| |
I I
| |
il 1 L L1 1 | 11 1
1 2 3 4 465 6 7 8 9 10 x
8.2
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b) En forma semejante y = v/x, para el radicando 8.2 hacemos para x = 9 (que tiene raiz

exacta)ydx = —0.8

1
dy = ——dx
Y=oz
dy = — (-0.8) = —— = —0.133
YT T Te T
Y por lo tanto:
V8.2 V9 +dy =3-0.133 V8.2 ~ 2.867

Nétese que tanto dx como dy son negativas en este caso.

Los valores aproximados 2.15 y 2.867 se pueden comparar con los valores verdaderos 2.1448

y 2.8636.

4. El lado de un cuadrado mide 20 cm. Calcula el incremento aproximado del area si su lado se
incrementa 0.1 cm.

Solucién:

—> Ie dL=0.1cm

AA = dA
El incremento del Area es aproximadamente
El diferencial del drea.
Dénde: el drea es una funcion del lado
A = f(L)
A = L2 (formula del cuadrado)

Derivando respecto a L

3—'2 = 2L despejando dL

dA = 2L (dL) sustituyendo los valores de L ydL
dA = 2(20)(0.1)
dA = 4 como AA =~ dA

El incremento aproximado del drea del cuadrado es de 4cm?

5. Calcula el incremento aproximado del volumen de un

cubo cuyos lados miden 3 cm y aumentan 0.002 cm cada /<BE ﬂ

uno. IA ————— (
|
|
|
LF

Solucién: dL=0.002 cm
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AV = dV
El incremento del volumen es aproximadamente
el diferencial del volumen
Donde: el volumen es una funcion del lado
V= f(L)
V = L3 derivando
Z—‘L/ =3 L? despejando dL
dV = 3L%dL
Sustituyendo valoresL, = 3cm y dL = 0.002 obtenemos:
dV = 3(3 cm)? (0.002 cm) = 27 cm? (0.002 cm)
dV = 0.054 cm? comoAV = dV

El incremento aproximado de volumen es de 0.054 cm3

6. El volumen de un cascaron esférico se considera como un incremento del volumen de una

esfera. Analiza la siguiente figura.

Calcula el volumen aproximado del cascar6n esférico que tiene un radio

interior de 8 cm y cuyo espesor es de 0.12 cm.

Solucién:

AV = dV el incremento de volumen es aproximadamente el diferencial de volumen
Donde:

V = f(r) Elvolumen es una funcion del radio

4m3
V= Y Formula del volumen

Derivando respecto al radio

Z—Z = % ridr Reducienda% = 1 y despejando dr

AV = 4nr?dr
Sustituyendo valoresr = 8 cm ydr = 0.12 cm, obtenemos:
dV = 4m(8cm)?(0.12cm) = 256mcm?(0.12cm)

dV = 30.72m cm3 Multiplicando porm:
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dV =96.51 cm? Como AV = dV
El incremento de volumen es aproximadamente 96.51 cm3

Ejercicios (2)- Resuelve los siguientes ejercicios:

1) Mediante diferenciales calcula el valor aproximado de v25.2

2) Mediante diferenciales calcula el valor aproximado de V64.2

3) Si el lado de un cuadrado mide 15 cm, calcula el incremento aproximado del area si su lado

se incrementa 0.02 cm.

4) Si el lado de un cubo mide 4 cm, calcula el incremento aproximado del volumen si su lado

aumenta 0.02 cm.

5) Calcula el volumen de un cascaron esférico si su radio interior mide 6 cm y su espesor es de

0.02 cm.
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Anti derivada: La Integral Indefinida Como Operacion Inversa De La Diferenciacién

Por lo que se ha visto referente al calculo diferencial, se desprende que por él se investiga el
limite de una razén (cociente) de dos magnitudes sumamente pequefias, o sea que se
determina la pendiente de una curva dada por su funcidn.

El calculo integral tiene como fin hallar la funcién original cuya derivada se conoce, desde este
punto de vista la integral es la operacion inversa a la derivada.

Supongamos que se nos pide encontrar una funcién F cuya derivada es f(x) = 3x2. De lo que

sabemos sobre derivadas, podemos decir que:

d

3 _ 9,2
—x° = 3x
dx

F (x) = x® debidoa que
La funcién F es una anti derivada de f; notese que se estd indicando una antiderivada, no la
antiderivada, esto porque funciones como:
F1(x) = x3,F2(x) = x3-5,F3(x) = x> + 2,F4(x) = x3 + Vr
Son todas anti derivadas de f (x) = 3x? . De hecho para cualquier constante C, la funcién

dada por F (x) = x3 + C es una anti derivada de f. Para los ejemplos anteriores la constante C

tomaria los valores: 0, 5,2 y+/m.

Consideremos los ejemplos siguientes:

“iuaa

Anti derivada o
Funcion Primitiva Derivada Diferencial
Integral Indefinida
F(x) F&x) fx) dx S dx
x3 3x2 3x2 dx x3+C
cos(5x) +5sen(5x) -5sen(5x) dx Cos 5x +C
e 3e3x 3e¥xdx ex+C
2x 2x
Ln (x?-1 Ln (x2-1)+C
(¢-1) il Lt (x2-1)

En estos ejemplos tenemos en la primer columna a la funcién primitiva, en la segunda
columna la derivada, en la tercer columna su diferencial y en la cuarta a la integral, donde

volvemos a obtener la primitiva mas la constante de integracidén C.

De lo anteriormente expuesto podemos concluir lo siguiente:

1. La derivada y la integral son operaciones inversas,

Academia de Matematicas 2015




MATEMATICAS VI. CALCULO INTEGRAL Ln l Iaa

2. El problema del calculo integral consiste en que: “dada la diferencial de una expresion,
hallar la funcién”.
3. La diferencial de una funcién es igual al producto de su derivada por la diferencial de la
variable independiente. Una ecuacion diferencial en x y y es una igualdad que comprende a x,
y y derivadas de y, cuando se resuelve una ecuacidén diferencial de la forma:
% = f(X) Es util escribirla en su forma diferencial equivalente, como:

dy = f(x)dx
4. Notacion Para Las Antiderivadas:. La operacién de hallar todas las soluciones de esta
ecuacion se llama antiderivacion o integracién indefinida y se indica con el signo de integral

ideado por Leibniz: [ que como ya se menciono es una letra s deformada y expresa suma. La

soluci6on general se denota por:

y=[f(x)dx =F (x) + C Selee como “la integral de f con respecto a x”

ntegrado  Constante de integracion

Prueba de la integracion indefinida. Para comprobar el resultado de una integral indefinida, se

halla la derivada del resultado, esta derivada debe ser igual al integrando.

Reglas para integrar las formas elementales de la integral indefinida.

1) Para facilitar el trabajo en el principio del aprendizaje conviene echar mano del formulario
de integrales inmediatas. Por separado a estos apuntes viene un formulario de matemadticas,
del cual es necesario tener una copia para consulta.

2) Para resolver una integral se compara la expresion diferencial dada con las féormulas de
integrales inmediatas; si se encuentra la formula inmediata, se aplica y se calcula la integral; si
no existe una formula inmediata, se aplican diversos métodos algebraicos hasta reducirla a

una de las formas registradas.

Propiedades de la integral indefinida:

Estas dos propiedades nos sirven para reducir las expresiones diferenciales a integrales
inmediatas.

1) La integral de una suma de funciones es igual a la suma de los integrales
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f(du+dv+dw) =fdu+fdv+fdw

2) La integral del producto de una constante por una funcién es igual a la constante por la
integral de la funcién

fa dv = af dv endonde a = constante

Formulario:

1) [(du+dv+dw) = [du+[dv+ [dw 11) [sec?vdv =tanv+c

2) fadv =a[dv endonde a = constante 12) [cesc?vdv  =—cotv+c

3) f[dx =x+c 13) [secvtanv dv =secv+c
n+1

4) [x"dx =>—+c endonden # —1 14) [cscvceotv dv = —cscv+c
n+1
n+1

5) [v"dv = Z—+c endonden # —1 15) [tanv dv = —In|cosv]| +¢
n+1

6)[% =n|v| +c = In| secv| +¢

v _ _

7) [a’ dv = —+c 16) [cotv dv  =In|senv| +c

8) [e?dv = e'+c 17)[ secv dv = In|secv +tanv | +¢

9) [senvdv = —cosv+c 18)[cscv dv = In|escv —cotv | +¢

10) fcosv dv =senv+c

Ejemplo.- sea el caso de obtener la antiderivada de 3x Formulas aplicadas

Solucién: [ 3x dx
Aplicamos la férmula 2, regla de la constante (2)fadv =afdv

[3xdx =3[ xdx

Aplicamos la formula 4, regla de la potencia, conn # —1 (4) [x"dx = Q;H +c
; 1+1 c_ 3 X2 c
BRE T R A
Simplificando:
3
2
=—x“+C
2 X

La comprobacion de la integral de una funcién diferencial es mediante derivacidn; en el

ejemplo del inciso b, derivando el resultado, tenemos:
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;—x Exz/3 + C] = %%xl/z =/x Igual que el integrando del ejemplo b

Ejemplos.- Integra y comprueba por derivacion los resultados obtenidos.

xn+1

3
1.[ x?dx = x? + C Aplicando formula 4; conu = xyn = 2 @[ x"dx = T T¢

3
Derivando para comprobar: Sea f(x) = x? +C

f(x) = %[sz] = x?

2 [+ dx= [x7% dx Subiendo x3 al numerador; ver leyes de los
X

exponentes en formulario. Aplicando formula 4;

n=-3
—3+1 x~2 n+1
= C="—+¢C 4) | xhdx =
3y T T ()fx S
1
=TTl

Derivando para comprobar: Sea

1 1

fO) = =gt Cif/@ =5~ =27 =5
3. [VaZdx = fx2/3 dx Cambiando la notacién radical a potencia; ver
Radicales en formulario. Aplicando formula 4; con
n = 2/3.
= o +C= il +C= SW +C Para efectuar la suma de

: 1 3
fracciones, considérese que 1 = 3

5
Derivando para comprobar: Sea f(x) = §x5/3 +C;f'(x) = %ExE_l] = x2/3 = Yx?

4. [(x? +2x —Vx)dx
Aplicando las formulas 1 y 2 volvemos a escribir:

(Df(du+dv+dw) =[du+[dv+[dw (@) fadv =afdv

Jx?+2 [xdx- [x/2dx
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Integrando y reduciendo:

3
x3 2x? x2 x3 2
—+——F5+C==+x>—={x3+C
372 3 3 1Y T3V

2

Derivando para comprobar:

x3 2
Sea f(x) :?+x2 —§\/x3+C
3

L d(x®\ d d 12
r=g(5)+ e -5 G o)

1 212 3
:§(3x2)+2x——[—x7_1] =x%+2x —Vx

“iuaa

313
Préctica 1
1) [ x3dx= 2) fi_’zc:
3) [ VxZdx= 4) f%:
5) [(2x?% + 3x + 5)dx= 6) | 2 senx dx=
7)[3cosxdx = 8) [ 3Vx2dx=
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9) [ e*dx= 10) [ 2a* =
11) f%: 12)]%:

Integrales inmediatas

Para resolver una integral inmediata, se compara la expresion diferencial dada con las
férmulas de integrales inmediatas; si se encuentra la formula inmediata, se aplica y se calcula
la integral; si no existe una formula inmediata, se aplica algiin otro de los diversos métodos

hasta reducirla a una de las formas inmediatas.

Observa que el patrén general de integracion es similar al de derivacion:

Integral S Vuelve a N Integra > Simplifica Formulas
Original Escribir Aplicadas
1 5 x~1 1 n _yntt
a)f;dx Jx"2dx _—1+C—;+Cfu du= ——+C

3/2 n+1

+C

b) [Vxdx  [xY2%dx z

2 3/2 n g, —
372 X +C [umdu

n+1

) [ 2senXdx 2fsenxdx  2(-cosx)+C -2 cosx+C [senudu = —cosu + C

Ejemplos.- Resuelve las siguientes integrales. Formulas empleadas

1.- [x6dx=
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Aplicando la férmula 4
gy X L 0¥
[xCdx T C -+ C

2.- [Vxdx

La podemos escribir como potencia

1
[xzdx
Aplicando la férmula 4
R - ,
fxzdx— o +C=?+C=§\/x_3+(]
2 2
dx
3- [

La podemos escribir como
[x~3dx

Aplicando formula 4

Jx~3dx =:3:+C =x_—_22+C = —$+C
4.- [ax®dx

Utilizando formula 2 tenemos

=afx3dx

Utilizando formula 4
3+1 6
=afx3dx=a*—+C=2+¢C
5+1 6
5-f(2x® — 5x% — 3x + 4)dx

Utilizando formulas 1 y 2 tenemos

x3+1 x2+1 2
—Zm—Sm—T+4x+C
Simplificando

x* 5x3 3
=5 "3 % +4x +C

6.- f(\z/—; - x% + 303\/3?) dx

Utilizando las formulas 1 y 2 podemos escribir

1 1
2a [ x"2dx — b [ x?dx + 3¢? [ x2dx

Aplicando la formula 4
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@) furdu=""+¢

n+1

(2) faudx=afudx

un+1

(5) [v'dv = +C

n+1

(3) fdx=x+c

(1) f(u + v — w)dx = fudx + fvdx - fwdx
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1 3
2
Simplificando queda

b
= 4a\/§+;+ 2c3{x3+C

7 [t dx

X

La podemos escribir como
2 4
f %dx —J Zdx
Simplificando y utilizando férmula 2 (2) faudx=afudx
[x72dx — 4 [ x*dx
Aplicando férmula 4

Vn+1
x—2+1 o4+l (5) fv"dv = ——+C
C

= -4
-2+1 —4+1 *
Simplificando

Aplicando férmula 2 y posteriormente la 5 (2) faudx=afudx

f%dngf% (6)f2=1n|v|+C
=3In|x|+C ’

9.- [ 3e*dx

Aplicando férmula 2 y posteriormente 7 (8) [ e’dv = e¥ + C
[3e*dx =3 [ e*dx

=3e*+C

10.-f £n

fsenx

P dx Aplicamos la identidad trigonométrica % = tan x (Ver formulario)

dx = [tanx dx
CosXx

Aplicando férmula 14 (15) [ tanv dv = In|secu| + C
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= In|secx| + C

Ejercicios (5).- Resuelve las siguientes integrales indefinidas

1.- fd—z 9.- [ Csc?x dx

X

d
2.- [(6e* + 2)dx 10.- fx—ff
3.- [3a*dx 11"f:1/_f
X
) 3 2

4. [(4x3 + 3x% + x)dx 12.-f§?j;cdx
5.- [ Cos x dx

2x dx 13.- [(x — 3)%dx dx
6.-

I 14.- [ 5 sen x dx

7. [ Vxsdx 15.- [ Sec x Tan x dx

4x%+2x+3
8- [ LS gy

Integracion Por Sustitucion Algebraica O Cambio De Variable

Con frecuencia es necesario tomar a ¥ como una nueva variable en sustitucién de un alguna
funcién de la variable “X”; con esto una diferencial determinada se transforma en otra que se
integra facilmente mediante una de las férmulas de integraciéon inmediata.

En ocasiones se sustituye la base, en otras el exponente; en otros casos se sustituye el
denominador o el dngulo de una funcién trigonométrica. La sustitucién o cambio de variable

se hace segiin convenga.

: : ngy = V0
Ejemplos: (5) fvtdv = 5T Cc

1.- [(x3 + 2)23x%dx ; apoyandonos en la férmula 4 hacemos:

. d .
u = x3 + 2 Derivado respecto x: ﬁ = 3x?; despejando dx; du = 3x?dx;entonces resuelto:

3
[u?du = u? + C ; Restituyendo u por su valor original:

(P +2)?

C
3 +

2.- [vV1 =3t dt; se puede escribir como: [(1 — 3t)/2dt ; apoyados en la férmula 4, hacemos:

u =1 — 3t ; derivando: % =-3;dt = —dg—u; haciendo el cambio de variable:
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du . .
ful/? (— ?) ; Aplicando la férmula 2 (2) Jaudx=afudx
3 3
- guT +C=- %ui +C=- %m + C Restituyendo u por su valor original.
2

=—§Jm—3ﬂ3+c

3 f e*dx Nota: En el desarrollo de los siguientes ejercicios
ver-5 considérese que la variable u de las formulas es igual a

o la variable v empleada en el cambio de variable.
Podemos escribirla como

1
[(e* — 5) ze*dx .. v
(5) fv'tdv = e +C

Apoyados en la férmula 5

v—e*—05; % —e*; dv — e*dx ; (Cambio de Variable)

Sustituyendo estos valores en la integral
1
[v2dv
Aplicando formula 5 y restituyendo a v su valor

1
(eX —5)z*!
=—F—+C
—5+1

1
_(e-5)2
- 1

2

+C

=2Vve*—-5+C

3dx
4- f 2+3x

Apoyados en la féormula 6

v=2+3x; g = 3;dv =3dx (Cambio de Variable)

(6)f%= In|lv|+C
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Sustituimos en la integral

dv
v

Aplicando formula 6 y restituyendo a v su valor

=Inlv|+C=In|2+3x|+C

tdt
5'-f3t2+4
(6) fi—u =Inju|l+C
Apoyandonos en la férmula 5

v=23t>+4; % = 6t;dv = 6tdt ; % = tdt (Cambio de Variable)

Sustituyendo en la integral

dv
:fi
v

Aplicando la formula 2

(2) faudx=afudx

_1 dv

6) v

Aplicando férmula 5 y restituyendo a v su valor original

1 1
= g1n|v| +C = gln|3t2 +4|+C

6.- f 3dx

eX

Podemos escribirla como

=3 [e *dx
Apoyados en la formula 8 tenemos (8) [evdv =e” +C
v=—x;¥=—1;dv=—dx; —dv = dx

dx

Sustituyendo en la integral
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= 3fe”(—dv)

= —3f evdv

Utilizando la formula 8

(9) senvdv =—cosv+C

Sustituyendo en la integral

— 3d
—fsenv E v

_3 d
—Efsenv v

Utilizando la férmula 9 y restituyendo a v su valor

Sl

_ 3 <2x)+c
= 2COS 3

8.- [ cos(b + ax)dx
(10) [ cosudu = senu + C
Apoyados en la féormula 10 tenemos

dv dv
v=b+ax;a=a;dv=adx;7=dx

Sustituyendo en la integral
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f dv
= | cose—
a

Aplicando formula 9 y restituyendo a v su valor
1
= Esen(b +ax)+C
9.- [ csc?(a — bx)dx
Apoyados en la férmula 12 tenemos
v=a—bx;ﬂ=—b;dv= —bdx;ﬂ=dx
dx -b

Sustituyendo en la integral

_j 2, W
= CcSCc™ v b

— 1—[ Zd
= b cscvdv

Aplicando formula 12 y restituyendo a v su valor tenemos

1
=-3 [—cot(v)]+ C

1
= Ecot(a —bx)+C
10.- [ e* cote*dx

Podemos escribirla como

jcot(ex)exdx

Apoyados en la férmula 16 tenemos

dv
v=ex;a= e*:dv =e*dx

Sustituyendo en la integral
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(16) [ cotudu = In|senu| + C
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= fcotv- dv

Aplicando formula 16 y restituyendo a v su valor
= In|senv| + C
= In|sene*| + C
. 2
11- [ sec*(2ax)dx (11) [ sec*udu = tanu + C

Apoyados en la férmula 11 tenemos

dv dv
v=2ax;—=2a;dv =2adx;— =dx
dx 2a

Sustituyendo en la integral tenemos

_f 2,
= | sectve—

— 1 f 2 d
=5g | SecTvdv
Aplicando la formula 11 tenemos y restituyendo a v su valor

1
=—tanv+C
2a

1
= —tan(2ax) + C
2a

Practica 2 .- Resuelve las siguientes integrales empleando el método de sustituciéon o cambio

de variable.

dx *dx
D fe
x+2 P
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5x
2) [ 5e™dx fcosZZx sen2x
2x
3)fa dx j\/3x—2dx
4) [ 2 cos2x dx szexsdx
5) [(3x +4)%dx dx
YRR
6) [ 2x(x? + 1) dx
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7) Va3dx

8) [ e°** sen 4x dx

Interpretacion Geométrica de la Constante Cde Integracién

Como la ecuaciéon y = f(x) dx tiene muchas soluciones diferentes por una constante, esto
significa que cualquier par de integrales de f son traslaciones verticales una de la otra.
Traslacion es una propiedad geométrica que mantiene la forma, el tamafio y la orientacién de
las figuras o graficas.

En estas circunstancias la constante C es un parametro, es decir una cantidad distinta de la
variable a la cual se le pueden fijar distintos valores numéricos.

Ejercicio.- Integra la ecuacion diferencial dy = 2x dx ; representando graficamente la familia
de funciones para valoresde C=-4,C=-1,C=0y C=1 en el dominio [-4, 4].

Solucion: Integramos ambos miembros de la ecuacion diferencial dy = 2x dx

En el primer miembro se reducen la integral y (2) [ audx = a [ udx
Jdy =[2xdx la diferencial quedando solo y; en el segundo ngy e c
miembro aplicamos las formulas 2 y 4 (4) Jutdu = ——+
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2
y:fodxzfodx:2%+C;y=x2+C
Tabulacién para obtener pares ordenados, haciendo y = f(x)

En el dominio [—4,4] paravaloresde C = —4,C = -1, = 0y(C =1

Para C=-4 Para C=-1
fix)=x*-4 fix)= x*- 1
X fix) X f(x)
-4 12 -4 15
-3 5 -3 8
-2 0 -2 3
-1 -3 -1 0
0 -4 0 -1
1 -3 1 0
2 0 2 3
3 5 3 8
4 12 4 15
Para C=0 ParaC=1
fix)= ¥ flx)= x*+1
x| fx) X f(x)
-4 16 -4 17
3 9 3 | 10
2 | 4 2 5
] 1 K 2
0 0 0 1
1 1 1 2
2 4 2 5
3 9 3 10 Las graficas de las funciones resultantes son traslaciones
4 16 4 17 verticales una de la otra y forman la familia de curvas y = x> + C

Calculo de la constante C de integracion

Conociendo la ecuacion de una curva, y = f(x), la pendiente m de la tangente a ella en uno

. , d , . s
de sus puntos P(x,y), viene dada por m = f’ (x) = d—z; reciprocamente por integracion se

puede hallar la familia de curvas y = f(x) + C; para determinar una de ellas en particular es
necesario asignar o determinar el valor de la constante C. esto se consigue obligando a que la
curva pase por el punto dado.
Ejercicio.- dada la ecuacidn diferencial dy = x5 dx ; determina la integral, la constante C de
integracion y la ecuacion de la curva que pasa por el punto (-1, —1).

Solucién: dy = x° dx
Integrando ambos miembros y aplicando la formula 4
Jidy = fi5dx (4) furdu ="+

6
y= % +C Funcion Primitiva: Ecuacion de la Familia de Curvas

Para calcular el valor de C, sustituimos (—1,—1):x = 1,y = 1 en /a funcion primitiva.

(-D° 1 ,
3 +C ; —1=-=+C DespejandoC

(-1) = :

Academia de Matematicas 2015




MATEMATICAS VI. CALCULO INTEGRAL Ln l Iaa

6
C=-1-- Como: —1=—=
6
7
C=— 3 Sustituyendo este valor en la primitiva

En consecuencia, la funcion cuya curva pasa por el punto (-1,-1) es:

[}

X

y=%-

(e RN

i -3

Grafica de la funcion

Ejercicios A)- Resuelve los

siguientes ejercicios:

1) Integra la ecuacion diferencial dy = 2 dx y grafica el dominio [—3, 3]; para valores de

C=-5C=-2C=0yC=3.

2) Integra la ecuacién diferencial dy = 3x? dx y grafica el dominio [—2,2]; para valores de

C=-3C=0yC= 1

3) Dada la ecuacién diferencial dy = (2x + 2) dx determina la integral, la constante C de

integracion y la ecuacion de la curva que pasa por el punto (3, 10).
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